應用數學四 (202 30340) 期中考題
                 Nov. 11, 2002

考試規則: 共四題, 滿分為100。考試時間四小時 (3:10pm ~ 7:10pm)。可看書(但不可交換書看), 不可交談, 不可用電腦, 不可作弊。中途離開座位時須至助教處簽離, 回座位時須簽到。

1. u 為x, y 兩個實數的函數。分別考慮以下五個方程式: 
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(a) 方程式(1)至(5)的order及degree分別為何?(5%)

(b) 方程式(1)至(5)分別是linear或non-linear, 是homogeneous 或 nonhomogeneous?(5%)

(c) 方程式(1)及(2)分別是elliptic, parabolic,或hyperbolic?(5%)

(d) 在(x,y)=(0,0), (1,0), (1,1) 三個點上的微小區域內(differential regions), 方程式(5)分別是elliptic, parabolic,或hyperbolic?(5%)

(e) 在x,y平面上, 標示出方程式(5)是elliptic, parabolic,或hyperbolic的區域。(5%)

2. 考慮一條無限長、緊拉著的弦, 齊置於x軸上, 以u(x,t)表示其在時間t、位置x上的y方向平移。假設無磨擦力, 無切變力, 重力可忽略, 振幅極小, 弦密度為常數, 波速a=1, 且弦上的每一質點只在y方向上移動。

(a) 請寫出u(x,t)所滿足的微分方程式 (不須推導,只須寫下答案式)。(4%)

(b) 若在初始時間(t=0)時,此弦在y方向上的平移及速度皆為1/(1+x2)。請寫下u所滿足的兩個初始條件式(Initial Conditions)。(6%)

(c) 考慮 D’Alembert Solution, 然後依(b)中所給的條件, 求出u(x,t)的解 (答案中不可帶有積分式,若有積分要積掉)。(6%)

(d) 請畫出u(0,t) (即畫出弦於x=0上,在y方向上的平移量隨時間的變化)。(5%)

(e) 請畫出u(x,1) (即畫出弦於t=1時,在各x上的y方向平移量)。(4%)

3. 考慮長度為1的絶熱細棍棒, 置於x軸上, 其thermal diffusivity 為1, 溫度分布為T(x,t)。內部無熱源,且熱導係數、密度及比熱皆為常數。

(a) 請寫下T(x,t)所滿足的偏微分方程式 (不須推導,只須寫下答案式)。(5%)

(b) 如果T(x,0)= sin(2πx), T(0,t)=T(1,t)=0, 求出T(x,t)的解。(5%)

(c) 求出棍棒在x=1/4上, 溫度降至0.5時所需的時間。(5%)

(d) 如果在t=1/(4π2)時, 棍棒突然在x=1/4處斷開, 且此後在斷點上變為絶熱(insulated), 請求出T(x,t)在t>1/(4π2)時, 在 0 ≦ x ≦ 1/4 間的解。(5%)

(e) 請畫出左段棍棒(0 ≦ x ≦ 1/4)之T(1/4,t), 0<t<∞ (包含(d)中的效應)。(5%)

4. 考慮一片CD, 外半徑為e (ln e =1), 內半徑為1, 其厚度f(r) 及密度ρ(r) 皆為至圓心距離r的函數, CD的兩個面皆為絶熱。其溫度T是r及時間t的函數, 即T=T(r,t)。內部無熱源,且熱導係數及比熱皆為常數。

(a) 如果f(r)=F為常數, 且ρ(r)=1/(r2), 請導出T(r,t)所滿足的偏微分方程式(PDE)。(5%)

(b) 用變數分離法T(r,t)=X(r)θ(t),求出X(r)及θ(t)各自所滿足的常微分方程式(ODE)。(5%)

(c) 如果T(1,t)=T(e,t)=0, 且T(r,0)=sin[2(ln r)π], 求T(r,t)的解。(5%)

(d) 若把CD換成一個尺寸相同、中央有洞有擋板的平底水盆, 以ω角速度相對於盆心旋轉, 已知此時之f(1)= ω2/(2g), 且ρ(r)=常數, 水高視為f(r), 則T(r,t)的PDE為何。 (5%)

(e) 此時若BC及IC與(c)中相同, 則(c)中所求得的解是(d)的解嗎?(5%)

